
 数学Ⅱ 第５章 指数関数と対数関数（１）     年  組  番・氏名 

１ 累乗根 
  

   
問 次の累乗根を求めよ。 

(1) 4 の 2 乗根（平方根） 

（解） 

 𝑥ଶ = 4 より 𝑥 = ±√4 = ±2 

 ゆえに，4 の 2 乗根は 2， − 2 
 

(2) −8 の 3 乗根 

（解） 

 𝑥ଷ = −8 より 𝑥ଷ + 2ଷ = 0 

 (𝑥 + 2)(𝑥ଶ − 2𝑥 + 4) = 0 

 𝑥 + 2 = 0 または 𝑥ଶ − 2𝑥 + 4 = 0 

 𝑥 = −2 または 𝑥 = 1 ± √3𝑖 

 ゆえに，8 の 3 乗根は − 2，1 + √3𝑖，1 − √3𝑖 
 

   
問 次の値を求めよ。 

(1) √27
య

       (2) √−125
య

       (3) √81
ర

       (4) √32
ఱ

 

 = ඥ3ଷయ
        = −ඥ5ଷయ

        = ඥ3ସర
         = ඥ2ହఱ

 

 = 3          = −5                  = 3                   = 2       

 
  
 
 
 
 

【定義】 

 𝑎を実数，𝑛を正の整数とする。 

  𝑎の 𝑛乗根 ： 𝑛乗して𝑎になる数。つまり，方程式 𝑥௡ = 𝑎 の解である。 

  𝑎の累乗根 ： 𝑎の 2 乗根，3 乗根，4 乗根，⋯の総称である。 

【累乗根のうち実数であるもの】 この章では、累乗根は実数の範囲で考えるものとする 

 𝑎を実数，𝑛を正の整数とする。 

 方程式 𝑥௡ = 𝑎 の実数解（𝑛乗根）は，𝑦 = 𝑥௡のグラフと直線 𝑥 = 𝑎 の共有点の𝑥座標である。 

 𝑎の𝑛乗根について，次のことが成り立つ。 
  
１ n が奇数のとき 
 ただ１つ存在する ⇒ この数を √𝑎

೙
で表す 

 
（例） 
 𝑥ଷ = 8 の実数解は  𝑥ଷ = 8 の実数解は 
   2 = √8

య
      − 2 = √−8

య
 

 

 ※ √−8
య

= −√8
య

 が成り立つ 

(3) 16 の 4 乗根 

（解） 

 𝑥ସ = 16 より 𝑥ସ − 16 = 0 

 (𝑥ଶ − 4)(𝑥ଶ + 4) = 0 

 (𝑥 + 2)(𝑥 − 2)(𝑥ଶ + 4) = 0 

 𝑥 + 2 = 0 または 𝑥 − 2 = 0 または 𝑥ଶ + 4 = 0 

 𝑥 = ±2 または 𝑥ଶ = −4 

  𝑥ଶ = −4 から𝑥 = ±√−4 = ±2𝑖 

 ゆえに，16 の 4 乗根は 2， − 2，2𝑖， − 2𝑖 
 

２ n が偶数のとき 
 𝑎 > 0 のとき，符号違いの 2 つが存在する 
    ⟹ この 2 数を √𝑎

೙
， − √𝑎

೙
 で表す 

 𝑎 < 0 のとき，存在しない 
 
（例） 

 𝑥ସ = 16 の実数解は  𝑥ସ = −16 の実数解は 

    2 =    √16
ర

                存在しない  

  − 2 = −√16
ర

    ൫√−16
ర

は存在しない൯        
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問 次の式を計算せよ。 

(1) √4
య

× √16
య

= ඥ4 × 4ଶయ
= ඥ4ଷ = 4        (3) √40

య
= √8 × 5

య
= √8

య
× √5

య
= 2√5

య  
 

(2) 
√10
ల

√2
ల = ඨ

10

2

ల

= √5
ల

               (4) ට√49
య

= ඥ7ଶల
= √7

య  

 
２ 指数法則 
 

  
問 次の式を計算せよ。 

(1) 5
ଶ
ଷ × 5

ସ
ଷ = 5

ଶ
ଷ

ା
ସ
ଷ = 5

଺
ଷ = 5ଶ = 25       (3) 8

ଵ
ଶ × 8

ଵ
ଷ ÷ 8

ଵ
଺ = 8

ଵ
ଶ

ା
ଵ
ଷ

ି
ଵ
଺ = 8

ଶ
ଷ = (2ଷ)

ଶ
ଷ = 2ଶ = 4 

 

(2) ൬4
ଵ
ଷ൰

ଷ
ଶ

= 4
ଵ
ଷ

×
ଷ
ଶ = 4

ଵ
ଶ = (2ଶ)

ଵ
ଶ = 2ଵ = 2     (4) √2 × √2

య
× √2

ల
= 2

ଵ
ଶ × 2

ଵ
ଷ × 2

ଵ
଺ = 2

ଵ
ଶ

ା
ଵ
ଷ

ା
ଵ
଺ = 2ଵ = 2 

 
３ 指数関数のグラフ 
  

 

【累乗根の定義から】 

 𝑎 > 0 で，𝑛は正の整数とする。 

  √𝑎
೙

> 0， − √𝑎
೙

< 0， ൫ √𝑎
೙

൯
௡

= 𝑎， √𝑎௡೙
= 𝑎 

  
【累乗根の性質】 

 𝑎 > 0，𝑏 > 0 で，𝑚，𝑛，𝑝 は正の整数とする。 

 1 √𝑎
೙

√𝑏
೙

= √𝑎𝑏
೙

  ２ 
√𝑎
೙

√𝑏
೙ = ට

𝑎

𝑏

೙
  ３ ൫ √𝑎

೙
൯

௠
= √𝑎௠೙

  ４ ට √𝑎
೙

೘

= √𝑎
೘೙

  ５ √𝑎௠௣
೙೛

= √𝑎௠೙
 

【定義】 

指数が有理数のときにも指数法則が使えるように，次のように定める。 

 𝑎 > 0 で，𝑚，𝑛 は正の整数，𝑝 は正の有理数とする。 

  𝑎଴ = 1， 𝑎
ଵ
௡ = √𝑎

೙
， 𝑎

௠
௡ = √𝑎௠೙

， 𝑎ି௣ =
1

𝑎௣
 

【指数法則】 

 𝑎 > 0，𝑏 > 0 で，𝑝，𝑞 は有理数とする。 

  １ 𝑎௣ × 𝑎௤ = 𝑎௣ା௤  ２ 
𝑎௣

𝑎௤
= 𝑎௣ି௤  ３ (𝑎௣)௤ = 𝑎௣௤  ４ (𝑎𝑏)௣ = 𝑎௣𝑏௣ 

  𝑎 > 0，𝑎 ≠ 1 のとき，関数 𝑦 = 𝑎௫  を，𝑎を底とする指数関数という。 
 
１ 定義域は実数全体。値域は正の実数全体。 

２ グラフは点൫0，1൯ および 点൫1，𝑎൯を通り、𝑥軸が漸近線となる。 

３ 増加・減少について 

 (1) 𝑎 > 1 のとき              (2) 0 < 𝑎 < 1 のとき   
  
  増加関数である                減少関数である 
 

x の値が増加すると              x の値が増加すると 

  y の値も増加する               y の値は減少する 
 

  𝑝 < 𝑞 ⇔  𝑎௣ < 𝑎௤              𝑝 < 𝑞 ⇔  𝑎௣ > 𝑎௤  

（大小関係は同じ）               （大小関係は逆） 
 

４ 相等関係 𝑎௣ = 𝑎௤ ⟺  𝑝 = 𝑞  
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(3) 9௫ − 4 ∙ 3௫ + 3 > 0 
（解） 

  9௫ = (3ଶ)௫ = 3ଶ௫ = (3௫)ଶ 

  ここで，3௫ = 𝑡とおくと 𝑡 > 0 であり 

  与式は 𝑡ଶ − 4𝑡 + 3 > 0 

  (𝑡 − 1)(𝑡 − 3) > 0 

  𝑡 < 1，3 < 𝑡 

  𝑡 > 0 であるから 0 < 𝑡 < 1，3 < 𝑡 

  ゆえに 0 < 3௫ < 3଴，3ଵ < 3௫ 

  底 3 は 1 より大きいので 

     𝑥 < 0，1 < 𝑥 

問１ 次の関数のグラフをかけ。 

(1) 𝑦 = 3௫                          (2) 𝑦 = ൬
1

2
൰

௫

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
問２ 3 つの数 √2，√4

య
，√8

ఱ
 の大小を比較せよ。 

（解） 

  3 つの数を指数の形で表すと √2 = 2
ଵ
ଶ，√4

య
= (2ଶ)

ଵ
ଷ = 2

ଶ
ଷ，√8

ఱ
= (2ଷ)

ଵ
ହ = 2

ଷ
ହ 

  指数の大小を比較すると 
1

2
<

3

5
<

2

3
 

  底 2 は 1 より大きいから 2
ଵ
ଶ < 2

ଷ
ହ < 2

ଶ
ଷ すなわち √2 < √8

ఱ
< √4

య  
 
 
問３ 次の方程式を解け。 

(1) 8௫ = 4 

（解） 

   (2ଷ)௫ = 2ଶ 

   2ଷ௫ = 2ଶ 

   3𝑥 = 2 

   𝑥 =
2

3
 

 
 
 
問４ 次の不等式を解け。 

(1) 2௫ ≧ 8 

（解） 

  2௫ ≧ 2ଷ 

  底 2 は 1 より大きいので 𝑥 ≧ 3 
 
 

(2) ൬
1

3
൰

௫ାଵ

< ൬
1

9
൰

௫

 

（解） 

  ൬
1

9
൰

௫

= ቊ൬
1

3
൰

ଶ

ቋ

௫

= ൬
1

3
൰

ଶ௫

より 

  与式は ൬
1

3
൰

௫ାଵ

< ൬
1

3
൰

ଶ௫

 

  底
1

3
は 1 より小さいので 𝑥 + 1 > 2𝑥 

  これを解いて 𝑥 < 1 
 
 
 

x

y

O 1

1

3

x

y

O 1

1

1
2

 

(2) 9௫ = 3௫ାଵ 

（解） 

   (3ଶ)௫ = 3௫ାଵ 

   3ଶ௫ = 3௫ାଵ 

   2𝑥 = 𝑥 + 1 

   𝑥 = 1 

(3) 4௫ − 3 ∙ 2௫ − 4 = 0 
（解） 

  4௫ = (2ଶ)௫ = 2ଶ௫ = (2௫)ଶ 

  ここで，2௫ = 𝑡とおくと 𝑡 > 0 であり 

  与式は 𝑡ଶ − 3𝑡 − 4 = 0 

  (𝑡 − 4)(𝑡 + 1) = 0 

  𝑡 > 0 より 𝑡 = 4 

  2௫ = 4 = 2ଶ ゆえに 𝑥 = 2 
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４ 対数 
  

 
問１ 次の式を log௔ 𝑀 = 𝑝 の形にせよ。 

(1) 2ଷ = 8 ⇒  logଶ 8 = 3 （2 の何乗が 8 か？） 
 

(2) 3ିଶ =
1

9
 ⇒  logଷ

1

9
= −2 （3 の何乗が

1

9
か？） 

 
問３ 次の値を求めよ。 

(1) logହ 25 = logହ 5ଶ = 2    (2) logଷ

1

27
= logଷ 3ିଷ = −3   (3) logଶ √2

య
= logଶ 2

ଵ
ଷ =

1

3
 

 
問４ 次の式を計算せよ。 
(1) logଵ଴ 2 + logଵ଴ 5 = logଵ଴ 2 ∙ 5 = logଵ଴ 10 = 1 
 

(2) logଶ 24 − logଶ 3 = logଶ

24

3
= logଶ 8 = logଶ 2ଷ = 3 

 
(3) 2 logଷ4 + logଷ 5 − logଷ 8 

 = logଷ 4ଶ + logଷ 5 − logଷ 8 

 = logଷ

4ଶ ∙ 5

8
= logଷ 10 

 

３ 対数関数のグラフ 
   
 

 

【定義】 

 𝑎 > 0，𝑎 ≠ 1，Ｍを正の実数とする。 

 log௔ 𝑀  ： 𝑎を底とする𝑀の対数 （ 𝑎を何乗すると𝑀になるか？、その指数のこと ）  

      𝑀を真数という。（ M は正の実数 ）  

 （注）log௔ 𝑀 = 𝑝 とすると，𝑎௣ = 𝑀 （ 𝑎୪୭୥ೌ ெ = 𝑀 また log௔ 𝑎௣ = 𝑝） 

（注）log௔ 1 = log௔ 𝑎଴ = 0， log௔ 𝑎 = log௔ 𝑎ଵ = 1     
  
【対数の性質】 

 𝑀 > 0，𝑁 > 0，𝑘は実数とする。 

 １ log௔ 𝑀𝑁 = log௔ 𝑀 + log௔ 𝑁   ２ log௔

𝑀

𝑁
= log௔ 𝑀 − log௔ 𝑁   ３ log௔ 𝑀௞ = 𝑘 log௔ 𝑀 

  
【底の変換公式】 

 𝑎，𝑏，𝑐は正の整数で，𝑎 ≠ 1，𝑐 ≠ 1 とするとき log௔ 𝑏 =
log௖ 𝑏

log௖ 𝑎
  

  𝑎 > 0，𝑎 ≠ 1 のとき，関数 𝑦 = log௔ 𝑥  を，𝑎を底とする対数関数という。 
 
１ 定義域は正の実数全体。値域は実数全体。 

２ グラフは点൫1，0൯ および 点൫𝑎，1൯を通り、𝑦軸が漸近線となる。 

３ 増加・減少について 

 (1) 𝑎 > 1 のとき              (2) 0 < 𝑎 < 1 のとき   
  
  増加関数である                減少関数である 

x の値が増加すると               x の値が増加すると 

  y の値も増加する                y の値は減少する 
 

0 < 𝑝 < 𝑞 ⇔  log௔ 𝑝 < log௔ 𝑞            0 < 𝑝 < 𝑞 ⇔  log௔ 𝑝 > log௔ 𝑞 

（大小関係は同じ）               （大小関係は逆） 
 

４ 相等関係 log௔ 𝑝 = log௔ 𝑞  ⟺  𝑝 = 𝑞  

問２ 次の式を 𝑎௣ = 𝑀 の形にせよ。 

(1)  logଷ 81 = 4  ⇒  3ସ = 81 
 

(2)  logଶ

1

16
= −4 ⇒  2ିସ =

1

16
 

 

問５ 次の式を簡単にせよ。（底の変換公式利用） 

(1) logଶ 3 ∙ logଷ 8 = logଶ 3 ×
logଶ 8

logଶ 3
 

 = logଶ 3 ×
logଶ 2ଷ

logଶ 3
= logଶ 2ଷ = 3 

 

(1) logଶ 3 − logସ 9 = logଶ 3 −
logଶ 9

logଶ 4
= logଶ 3 −

logଶ 3ଶ

logଶ 2ଶ
 

 = logଶ 3 −
2 logଶ 3

2
= logଶ 3 − logଶ 3 = 0  
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問１ 次の関数のグラフをかけ。 

(1) 𝑦 = logଷ 𝑥         (2) 𝑦 = logଵ
ଶ

𝑥   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
問３ 次の方程式を解け。 

(1) logଶ 𝑥 = 3 

（解） 

  対数の定義より，𝑥 = 2ଷ = 8 

（別解） 

  予式を変形して， logଶ 𝑥 = logଶ 2ଷ 

ゆえに 𝑥 = 2ଷ = 8 

  （注）𝑝 = log௔ 𝑎௣ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

【指数関数と対数関数の関係】 

 指数関数 𝑦 = 𝑎௫ ⟶  𝑥 = log௔ 𝑦  ⟶  𝑥と𝑦を入れ替えて ⟶  対数関数 𝑦 = log௔ 𝑥 
 ゆえに，指数関数と対数関数は逆関数の関係である。 

 （注）この 2 つの関数のグラフは，直線 𝑦 = 𝑥 に関して対称である。 
  

 (1) 𝑎 > 1 のとき         (2) 0 < 𝑎 < 1 のとき   
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x
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2
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2

 x

問２ 次の 2 つの数の大小を不等号を

用いて表せ。 

      2 logହ 3，3 logହ 2 

（解） 

  2 logହ 3 = logହ 3ଶ = logହ 9 

         3 logହ 2 = logହ 2ଷ = logହ 8 
底 5 は 1 より大きいから 

    logହ 8 < logହ 9 

  すなわち 3logହ 2 < 2logହ 3 

(2) logଷ 𝑥 + logଷ(𝑥 − 8) = 2 

（解） 

  真数は正であるから 𝑥 > 0，𝑥 − 8 > 0 

  すなわち 𝑥 > 8 ⋯ ⋯① 

  予式を変形すると logଷ 𝑥 (𝑥 − 8) = 2 

  よって 𝑥(𝑥 − 8) = 3ଶ 

   𝑥ଶ − 8𝑥 − 9 = 0 

   (𝑥 + 1)(𝑥 − 9) = 0  ①より 𝑥 = 9 

※ 方程式・不等式の問題では，必ず最初に真数条件（真数は正）を使うこと。 
  
１ 方程式の場合  

 log௔ 𝑀 + log௔ 𝑁 ⋯ ⋯① のとき         log௔ 𝑀𝑁 ⋯ ⋯② のとき 

真数は正なので 𝑀 > 0  かつ 𝑁 > 0      真数は正なので 𝑀𝑁 > 0 つまり 

  𝑀 > 0 かつ 𝑁 > 0 または 𝑀 < 0 かつ 𝑁 < 0 
  

①と②では M，N の条件が異なるので，log௔ 𝑀 + log௔ 𝑁 を log௔ 𝑀𝑁 に変形する前に必ず真数条件を使

うこと。例えば  logସ(−2) + logସ(−8)  は存在しないが， logସ(−2)(−8) = logସ 16 = 2  は存在する。 
  
２ 不等式の場合 

 logଷ 𝑥 < logଷ 5  のとき ，真数条件を使わないと 𝑥 < 5 となり，𝑥は負の数も含んでしまうので， 

 必ず最初に真数条件を使う。 



 数学Ⅱ 第５章 指数関数と対数関数（６）     年  組  番・氏名 

問４ 次の不等式を解け。 

(1) logଶ 𝑥 ≦ 3 

（解） 

 真数は正なので 𝑥 > 0 ⋯ ⋯① 

 不等式を変形すると logଶ 𝑥 ≦ logଶ 2ଷ 

 つまり logଶ 𝑥 ≦ logଶ 8 

 底 2 は 1 より大きいから 𝑥 ≦ 8 ⋯ ⋯② 

 ①，②の共通範囲を求めて 0 < 𝑥 ≦ 8 
 
 
 

(3) 不等式  2 logଶ(𝑥 − 4) < logଶ 2𝑥 

（解） 

 真数は正であるから 𝑥 − 4 > 0，2𝑥 > 0 より 

   𝑥 > 4 ⋯ ⋯① 

 予式は logଶ(𝑥 − 4)ଶ < logଶ 2𝑥 
底 2 は 1 より大きいので  (𝑥 − 4)ଶ < 2𝑥 

 

４ 常用対数 
   
 

  

問１ 3ଶ଴は何桁の数か調べよ。 

  ただし、 logଵ଴ 3 = 0.4771とする。 
（解）logଵ଴ 3ଶ଴ = 20 logଵ଴ 3 

  = 20 × 0.4771 = 9.542 

  9 < logଵ଴ 3ଶ଴ < 10 なので 

  logଵ଴ 10ଽ < logଵ଴ 3ଶ଴ < logଵ଴ 10ଵ଴ 

  底 10 は 1 より大きいので 

    10ଽ < 3ଶ଴ < 10ଵ଴ 

  よって 3ଶ଴は 10 桁の数である。 
 
 
 
 

 補充問題  

 logଵ଴ 2 = 𝑎 ，logଵ଴ 3 = 𝑏 のとき，次の式を𝑎，𝑏を用いて表せ。 

(1) logଵ଴ √6
య

                            (2) logଵ଴ 15 

（解） logଵ଴ √6
య

= logଵ଴(2 ∙ 3)
ଵ
ଷ                               （解） logଵ଴ 15 = logଵ଴ 3 ∙ 5 = logଵ଴ 3 + logଵ଴ 5 

    =
1

3
(logଵ଴ 2 + logଵ଴ 3) =

1

3
(𝑎 + 𝑏)                            = 𝑏 + logଵ଴

10

2
= 𝑏 + logଵ଴ 10 − logଵ଴ 2 = −𝑎 + 𝑏 + 1 

【常用対数（10 を底とする対数）の利用】 
  

１ 𝑁が𝑛桁の数 ⇔  𝑛 − 1 ≦ logଵ଴ 𝑁 < 𝑛 
 

２ 𝑁は小数第𝑛位に初めて 0 でない数が現れる ⟺  − 𝑛 ≦ logଵ଴ 𝑁 < −(𝑛 − 1) 
  
（１の説明） 

 1 桁     1 ≦ 𝑁 ≦ 9      < 10      10଴ ≦ 𝑁 < 10ଵ      

 2 桁   10 ≦ 𝑁 ≦ 99   < 100   10ଵ ≦ 𝑁 < 10ଶ 

 3 桁 100 ≦ 𝑁 ≦ 999 < 1000 10ଶ ≦ 𝑁 < 10ଷ       

 ⋮          ⋮          

 𝑛桁   ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯    10௡ିଵ ≦ 𝑁 < 10௡     

(2) logଵ
ଶ

(𝑥 − 1) > 2 

（解） 

 真数は正なので 𝑥 − 1 > 0 つまり 𝑥 > 1 ⋯ ⋯① 

 不等式を変形すると logଵ
ଶ

(𝑥 − 1) > logଵ
ଶ

൬
1

2
൰

ଶ

 

 底 2 は 1 より小さいから 𝑥 − 1 < ൬
1

2
൰

ଶ

 

 これを解いて 𝑥 <
5

4
⋯ ⋯② 

 ①，②の共通範囲を求めて 0 < 𝑥 <
5

4
 

問２ ൬
1

2
൰

ଷ଴

を小数で表したとき，小数第何位に初めて 0 で 

  ない数が現れるか。ただし、 logଵ଴ 2 = 0.3010 とする。 

（解） logଵ଴ ൬
1

2
൰

ଷ଴

= 30 logଵ଴ 2ିଵ = −30 logଵ଴ 2 

        = −30 × 0.3010 = −9.030 

 − 10 < logଵ଴ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

ଷ଴
< −9 なので  

  logଵ଴ 10ିଵ଴ < logଵ଴ ൬
1

2
൰

ଷ଴

< logଵ଴ 10ିଽ 

 底 10 は 1 より大きいので 10ିଵ଴ < ൬
1

2
൰

ଷ଴

< 10ିଽ よって 

  ൬
1

2
൰

ଷ଴

は小数第 10 位に初めて 0 でない数が現れる。 

 𝑥ଶ − 8𝑥 + 16 < 2𝑥  

    𝑥ଶ − 10𝑥 + 16 < 0 
 (𝑥 − 2)(𝑥 − 8) < 0 

 2 < 𝑥 < 8 ⋯ ⋯ ② 

①，②より 4 < 𝑥 < 8 

（２の説明） 

 第 1 位 0.1 ≦ 𝑁 ≦ 0.99 ⋯ < 1             10ିଵ ≦ 𝑁 < 10଴ 

 第 2 位 0.01 ≦ 𝑁 ≦ 0.09 ⋯ < 0.1        10ିଶ ≦ 𝑁 < 10ିଵ   

 第 3 位 0.001 ≦ 𝑁 ≦ 0.009 ⋯ < 0.01 10ିଷ ≦ 𝑁 < 10ିଶ 

      ⋮                 ⋮        

 第𝑛位   ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯           10ି௡ ≦ 𝑁 < 10ି(௡ିଵ) 


